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Anhang: Der Quelltext

1 Einleitung

Aufgrund ihrer Bedeutung wird die Integralrechnung auch in der Schule gelehrt. Dabei müssen die Schüler verschiedene Abstraktionsstufen nachvollziehen und verstehen. Es sei die Funktion f(s) positiv mit a ( s ( b gegeben. In diesem Fall entspricht das bestimmte Integral
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 dem Flächeninhalt, das der Funktionsgraph, die    x-Achse und die Parallelen zur y-Achse in a und b einschließen. Das ist anschaulich und leicht einsehbar. 

Nun sei f(s) beliebig, insbesondere kann f(s)  negativ sein. Die Schüler müssen von der greifbaren Anschauung des Flächeninhalts zum Verständnis des Integrals kommen. 
Die zweite Abstraktion erfolgt mit der Einführung der Integralfunktion. Die Integralfunktion  
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 ist Funktion des Flächeninhaltes  in Abhängigkeit von der rechten Intervallgrenze.  

Dieser Prozess fordert von den Schülern ein hohes Abstraktionsvermögen und bereitet den meisten große Schwierigkeiten. Funktionen werden etwas konkreter, sobald sie graphisch dargestellt werden. Darum bietet es sich an, die Zusammenhänge im Unterricht Computer-unterstützt zu visualisieren und so den abstrakten Integralbegriff greifbarer zu machen. Dieses Ziel setzt sich die vorliegende Facharbeit.

2 Numerische Verfahren zur Berechnung bestimmter Integrale

Es gibt Funktionen, die so einfach sind, dass man sie analytisch integrieren kann, z. B. Polynome. Ein Polynom P(x) = xe lässt sich wie folgt integrieren:
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Kommt es aber vor, dass wir von einem gegebenen Integranden die Stammfunktion nicht durch die uns geläufigen elementaren Funktionen (z.B. rationale Funktionen, Winkelfunktionen, Exponentialfunktionen und deren Umkehrungen) analytisch bestimmen können, so müssen wir andere Methoden einsetzen, wenn uns das Integral einer Funktion interessiert. Das ist zum Beispiel der Fall bei 
[image: image6.wmf]ò

b

a

dt

t

t

sin

 oder 
[image: image7.wmf]dt

t

b

a

ò

ln

1


.

Daher greift man in vielen Fällen auf die numerische Mathematik zurück, die uns für diese Probleme Hilfsmittel bietet. 

2.1  Prinzip

Den folgenden numerischen Integrationsmethoden liegt eine gemeinsame Idee zugrunde: Wir ersetzen die Funktion f(x) durch eine andere Funktion P(x), die eine Näherung für f(x) darstellt. Dann nehmen wir 
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 als Approximation für das bestimmte Integral 
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Da P(x) aber nur eine Näherung von f(x) darstellt,  entsteht ein maximaler Fehler von
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Infolgedessen ergibt sich bei der Integration ein Integrationsfehler, diesen kann man nach oben abschätzen:   
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Wir können aber versuchen, den Fehler möglichst klein zu halten, indem wir im Intervall    [a, b] eine Zerlegung Z(k) in k Teilintervalle vornehmen. Z(k) wird durch eine endliche Folge reel​ler Zahlen, den Teilpunkten der Zerlegung  a = x0,  x1, ... , xi, xi+1, ... xk-1, xk = b bestimmt, wobei  a < x1 < ... < xi < xi+1<xk-1 < b gilt:

Z(k):=(a,  x1, . . ., xi, xi+1, xk-1, b)

Die Zerlegung von [a; b] heißt dann äquidistant, wenn alle Teilintervalle gleich lang sind, also wenn x1 – a =  . . . = xi+1 – xi = . . . b – xk-1. Im folgenden werden wir nur äquidistante Zerlegungen betrachten.

Ji = [xi, xi+1] sei das i-te Teilintervall. 
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 sei die Approximation von f auf dem Teilintervall Ji. Durch die Zerlegung Z(k) in k Teilintervalle erreichen wir eine höhere Genauigkeit, da f auf jedem Teilintervall durch 
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 sind dem Intervall Ji „besser“ angepasst, als wenn f auf [a; b] nur durch ein Interpolationspolynom vom selben Grad angenähert würde. Der maximale Approximationsfehler ist dann: 
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Machen wir die Zerlegung immer feiner, so geht der Fehler gegen Null.
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Für den Integrationsfehler  können wir daraus folgern, dass er, abhängig von k ebenso  beliebig klein wird. 
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Wir können also durch die Zerlegung Z(k) des Intervalls in k kleinere Teilintervalle 
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  beliebig genau an
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2.2  Das Rechteckverfahren – Approximation durch konstante Funktionen

Ein Verfahren, das häufig zur Einführung in den Integralbegriff dient, ist das  anschauliche Rechteckverfahren.

Wir betrachten die auf dem abgeschlossenen Teilintervall  J = [a; b] beschränkte  Funktion    y = f(x). Es sei eine wie unter 2.1 definierte Zerlegung von [a; b] gegeben. Die konstante Näherungsfunktion Pi(x) = ci gelte als Approximation für f(x) auf dem Inter​vall Ji = [xi; xi+1]. Integration von Pi(x) liefert             

[image: image20.wmf][

]

(

)

i

i

i

i

i

i

i

x

x

x

x

x

x

i

i

i

c

k

a

b

x

x

c

x

c

x

c

x

c

dx

c

dx

x

P

i

i

i

i

i

i

×

-

=

-

=

×

-

×

=

×

=

=

+

+

ò

ò

+

+

+

1

1

1

1

1

)

(

.
Das bedeutet für das bestimmte Integral auf dem Intervall [a, b]: 
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Die Parallelen zur y-Achse in xi und xi+1 sowie die x-Achse und ihre Parallele in ci beschreiben ein Rechteck. Daher wird dieses Verfahren auch Rechteckverfahren gennant. 

Beispiele dafür, wie man ci bestimmen kann, sind ci = f(xi) oder ci = f(xi+1), das entspricht dem Funktionswert an der linken bzw. an der rechten Grenze von Ji. Setzt man ci gleich dem Minimum 
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 von f auf Ji, so bekommt man die Untersumme
 A nach der Zerlegung Z(k). 
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[image: image85.wmf]In rechtsstehender Abbildung wurde die Funktion 
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 nach (1) bei einer Zerlegung in fünf Teilintervalle approximiert. Fa(x) stellt die dazugehörige Integralfunktion dar.

Ebenso können wir ci gleich dem Maximum 
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 von f auf Ji setzen, dann erhalten wir die Obersumme 
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 nach der Zerlegung Z(k): 
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[image: image86.wmf]In nebenstehender Abbildung wird die selbe Funktion nach (2) mit einer Zerlegung in fünf Teilintervalle approximiert. Fa(x) ist die dazugehörige Integralfunktion 
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Wie unter 2.1 erläutert, kann die Zerlegung verfeinert werden, um den Fehler beliebig klein werden zu lassen. Dabei fällt auf, dass die Untersumme gegen eine obere Schranke konvergiert, die das exakte Integral I repräsentiert. Das gilt ebenso für die Obersumme, die gegen eine un​tere Schranke konvergiert. Es gilt:
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2.3 Das Newton-Côtes Verfahren
Die Funktion f kann nur grob durch eine Konstante c (= Polynom vom Grad 0) angenähert werden, daher konvergiert das Verfahren nur langsam. Der Formel von Newton und Côtes liegt eine Approximation von f durch ein Polynom P höheren Grades zugrunde. 

2.3.1 Interpolation durch Polynome

Wir suchen ein Polynom P, das die Funktion f approximiert. Dieses Polynom P vom Grad ( n sei aus der Menge aller reellen Polynome (n und hat die allgemeine Form


P(x) = a0 + a1x + ... + anxn.

Dieses Polynom soll jetzt an beliebigen n+1 Stützpunkten (xi; f(xi))  für i = 0, 1, ..., n mit f übereinstim​men. Abkürzend führen wir  fi := f(xi) ein. Wir fordern also:    

P(xi) = fi         

Das Polynom muss also folgende Bedingungen erfüllen:  
            a0 + a1x0 + a2x02 + ... + anx0n = f(x0)


a0 + a1x1 + a2x12 + ... + anx1n = f(x1)

 
.
.
.
      .
     .


 .
.
.
      .
     .


 .
.
.
      .
     .



a0 + a1xn + a2xn2 + ... + anxnn = f(xn)

Dies stellt ein Gleichungssystem mit n+1 Gleichungen dar. Wir wollen nun wissen, wenn es eine Lösung für das Gleichungssystem gibt, ob sie auch die einzige ist, also ob die Interpolation eindeutig ist.

                                                                                                                                                        Wir werden nun die Eindeutigkeit der Polynominterpolation beweisen.

Eindeutigkeitsbeweis:

Nehmen wir an, die Polynome P1 ,P2 ( (n vom Grad ( n erfüllen beide das Gleichungssy​stem, es gilt also:
                       

P1(xi) = P2(xi) = fi
Die Differenz der Polynome ergibt, da (n einen linearen Raum darstellt, ein neues Polynom P3:= P1 – P​2 ( (n vom Grad ( n. P3 hätte dann n + 1 verschiedene Nullstellen xi, denn   P3(x0) = P3(x1) = . . . = P3(xn) = 0. Das  widerspricht aber dem Satz
, der besagt, dass ein Polynom vom Grad n höchsten n Nullstellen besitzt. Daraus folgt, dass P3 die Nullfunktion ist und somit die Identität P1 = P2​.  q.e.d.

Dass auch ein Polynom existiert, welches die Lösung des Interpolationsproblemes darstellt, zeigen wir, indem wir es nach der Formel von Lagrange konstruieren.

2.3.2 Die Interpolationsformel von Lagrange

Wir benötigen zunächst die Lagrange‘schen Hilfspolynome Li ( (n  für i = 0, 1, ..., n.                                                                                                                                                                    Sie sollen so konstruiert werden, dass sie den Wert 1 an der Stützstelle xi an​nehmen und den Wert 0 an allen anderen Stützstellen xj.
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Anscheinend erfüllen folgende Polynome diese Forderung:
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Wie wir oben nachgewiesen haben, ist die Lösung für das Interpolationspro​blems eindeutig. Daraus folgt , dass  auch die Hilfspolynome Li jeweils eindeutig bestimmt sind, das heißt, dass es keine anderen Polynome gibt, die diese Bedingungen erfüllen. Somit kön​nen wir die Lösung P des Interpolationsproblems durch die Li‘s konstruieren:   
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P ist ein Polynom vom Grad n ist, das an den Stützstellen xi die Stützwerte fi   annimmt. Daraus ist ersichtlich, dass P linear von den Stützwerten fi abhängt. Die unten​stehende Abbildung  dient zur  Veranschaulichung der Approximation. 

Hier wurde die Funktion f(x)=(sinx)3+3.5 (blau) durch ein Polynom dritten Grades P(x) (grün) interpoliert. Folgende Werte wurden durch Computerberechnung ermittelt und werden auf vier Stellen verkürzt ausgegeben.

Die Lagrangepolynome Li:                L0(x) = -0.0208x3 + 0.0833x


L1(x) = 0.0625x3 + 0.125x2 –0.5x



L2(x) = -0.0625x3 – 0.25x2 +0.25x +1



L3(x) = 0.0208x3 + 0.125x2 + 0.1666x 

Die Linearfaktoren fi :

f0 = 3.9334



f1 = 2.7481



f2 = 3.5



f​3 = 4.2518 

Für das interpolierende Polynom ergibt sich daraus:


    

P3 (x) = -0.0403x3 + 0.537x + 2.5

Dieses Polynom stellt nun die eindeutige Lösung für das gegebene  Interpolationsproblem dar. 

2.3.3 Die Integrationsformel von Newton-Côtes

2.3.3.1 Herleitung

Die Interpolation der Funktion f  können wir jetzt mit Hilfe von Lagrange durchführen.         P sei das interpolierende Polynom vom Grad ( n auf dem Intervall [a; b] bei n+1 äquidi​stanten Stützstellen xi. Deswegen gilt: 



P(xi) = fi :=  f(xi)                  für  i = 0, 1, . . ., n.

Die Schrittweite h ist die Länge eines Teilintervalls und beträgt 
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Für die Stützstellen xi gilt daher:             
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Integrieren wir das interpolierende Polynom P, 
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, dann zeigt sich, dass die Hilfspolyome Li nach Lagrange von den Intervallgrenzen a und b ab​hängen. Deswegen müssen sie bei der Integration mehrerer Integrale auf unterschiedlichen Intervallen jedesmal neu berechnet werden. Wären alle Funktionen auf [0; n] zu integrieren, könnte man stets die​selben Hilfspolynome Li verwenden, da diese nur vom Intervall [0; n] abhängen. Diese Tatsache wollen wir ausnutzen.

Es gibt eine Transformation g(s), die das Intervall [0; n] auf [a; b] abbildet. 
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Wir suchen nun eine Funktion auf [0; n], die nach [a; b] transformiert gerade f(x) ergibt.

Diese finden wir durch die Substitution 
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. Man kann nachprüfen, dass f(g(s)) wegen der Transformationseigenschaft von g(s) die geforderte Eigenschaft er​füllt. Die Rücktransformation erhält man durch die Umkehrung von g(s): 
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Wir können nun 
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 integrieren und mit g-1(a) = 0,     g-1(b) = n und 
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Man kann sich die Substitution auch folgendermaßen klarmachen:

Das Integral im Intervall [a; b] wird  durch 
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 auf das Intervall [0; n] abgebildet, was einer Translation um -a und eine Streckung um 
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 bedeutet.
Es ist klar, dass die Translation um -a den Wert des ursprünglichen Integrals nicht verändert. Es wird allerdings um 
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 gestreckt, d. h., um das Integral auf [a; b] zu bekommen und die Streckung aufzuheben, müssen wir 
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 multiplizieren (siehe (5)).
Jetzt wenden wir diesen Trick auf die Hilfspolynome nach Lagrange (3) an. Es gilt

x – xj = a + hs – a – hj = h(s – j) 

xi – x​j = a + hi – a – hj = h(i – j) 

Deswegen erhält man für die Lagrangepolynome Li 
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Integrieren des Interpolationspolynoms P(x) (4) unter Ausnutzung von (5) liefert dann

                                                  
[image: image57.wmf]ò

b

a

dx

x

P

)

(

 =  
[image: image58.wmf](

)

dx

x

L

f

b

a

i

n

i

i

ò

å

=

0

 =

                                                                                                                         =
[image: image59.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ds

s

g

s

g

L

f

b

g

a

g

i

n

i

i

'

)

(

1

1

0

×

ò

å

-

-

=


= 
[image: image60.wmf](

)

ds

h

s

g

L

f

b

g

a

g

i

n

i

i

×

ò

å

-

-

=

)

(

)

(

)

(

0

1

1


                                                      = 
[image: image61.wmf](

)

ds

s

g

L

f

h

n

i

n

i

i

)

(

0

0

ò

å

=


                                                      = 
[image: image62.wmf]i

n

i

i

f

h

a

å

=

0

 mit
 




   (7)


[image: image63.wmf](

)

ds

j

i

j

s

ds

s

g

L

n

n

i

j

j

n

i

i

ò

Õ

ò

¹

=

-

-

=

=

0

0

0

)

(

:

a

                                                (8)

Die Koeffizienten 
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werden ”Gewichte” genannt. Sie hängen, wie wir es beab​sichtigt haben, nicht mehr von den Intervallgrenzen a und b ab und auch nicht von der zu integrierenden Funktion, sondern nur von n.

Es sind rationale Zahlen mit folgender Eigenschaft:
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Dies lässt sich leicht nachweisen. Für die konstante Funktion f(x) = 1 ist das interpolierende Polynom P(x) = 1. Das bestimmte Integral im Intervall [0; n] ergibt
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Für alle natürlichen Zahlen n bekommt man eine Integrationsformel. Allerdings werden die Gewichte für „höhere“ Werte von n numerisch unbrauchbar. Das konnte auch mit dem ange​fertigten Computerprogramm nachgeprüft werden. Auf der Abbildung der folgenden Seite  sind die Graphen 
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 zu sehen. Bis zu einem Wert von ca. 19 stimmt die numerische Berechnung mit der Formel ungefähr überein. Danach liefert die Formel aufgrund der begrenzten Rechengenauigkeit von Computern numerisch unbrauchbare Gewichte.


2.3.3.2 Die Newton-Côtes Regel für lineare Approximationen –                          

Die Trapezregel
Wir wollen nun die Newton-Côtes Formel für n = 1 berechen, das bedeutet eine Interpolation durch Geradenstücke. Dazu ermitteln wir zuerst Gewichte (i nach (8): 
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Setzen wir die Gewichte nun in (7) ein, so bekommen wir eine Näherungsformel für lineare Approximationen:
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Legen wir, wie unter 2.1 besprochen eine Zerlegung von [a; b] in mehrere Teilintervalle zugrunde, dann ergibt sich der Näherungswert 
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und somit die Trapezregel
. 

Die untere Abbildung zeigt die Funktion f(x)=(sinx)2. Es wurde eine Zerlegung in acht Teilintervalle vorgenommen, auf denen f mit der Trapezregel approximiert wurde. Fa(x) stellt die gemeinsame Integralfunktion der Approximationen dar. 

2.3.3.3 Die Newton-Côtes Formel für quadratische Approximationen – 

                                                  Die Regel von Simpson

Benutzen wir nun die Integrationsformel für n = 2, was einer quadratischen Interpolation gleichkommt. Zunächst berechnen wir wieder die Gewichte nach (8):
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Wenden wir (7) an, so ergibt sich
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Legen wir dem Verfahren eine wie unter 2.1 definierte Zerlegung von [a; b] in k Teilintervalle zugrunde, dann können wir schreiben:
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Damit haben wir genau die Simpson Regel
 hergeleitet. In Abbildung auf der nächsten Seite ist mit dieser Integrationsformel die Funktion f(x)=sinx durch zwei Näherungen P1 und P2 interpoliert. Fa(x) ist die Integralfunktion der Näherungen.


3 Das Computerprogramm

3.1 Zur Wahl der Programmiersprache

Der Hauptteil der Facharbeit ist die Realisierung der vorgestellten numerischen Verfahren in einem Computerprogramm. Das Programm wurde mit der Programmiersprache Java unter dem Be​triebssystem Windows95 geschrieben und mit dem Java-Compiler 1.1.7 kompiliert. Da Java noch eine sehr junge Programmiersprache ist und über interessante Fähigkeiten verfügt, möchte ich Java kurz vorstellen.

Java wurde anfangs für das Internet konzipiert, um interaktive Anwendungen im Internet zu ermöglichen. Diese werden auch „Applets“ genannt, das sind Programme, die in HTML – Seiten „eingebettet“ werden können und von einem Java – fähigen Webbrowser ausgeführt werden.

Java ist vollkommen objekt-orientiert aufgebaut und verlangt daher vom Programmierer eine objekt – orientierte Programmierweise. Allgemein heißt das, dass man sich als Programmie​rer mehr auf Daten und die Methoden konzentriert, die diese Daten bearbeiten, als dass man den Code strikt nach dem Schema von Prozeduren schreibt. Zusammen bilden Methoden und Daten in einer objekt-orientierten Sprache ein Objekt. Die Objektbeschreibung wird in Klassen vorgenommen. Die Klassen stehen  in Abhängig​keiten zueinander und bilden eine „Klassenhierachie“. So ist z. B. die Java-API (Application Programming Interface) konsequent nach diesem System aufgebaut. 

Auch das Innenleben von Java ist neu: Es gibt keine Zeiger mehr, das sind manipulierbare Variablen, die Spei​cheradressen enthalten. Java arbeitet mit Referenzen, die nicht manipulierbar sind. Dadurch ist eine Stelle, die oftmals Fehler verursacht hat, zum Beispiel durch Überschreiben von Speicher, beseitigt. Weiterhin gibt es ein automatisches Speichermanagement (garbage collection), was von An​fang an den Programmierer von der Pflicht befreit, nicht mehr benutzten Speicher freizugeben und schützt ihn auch vor Zugriffen auf ungültige Zeigerinhalte. Dies trägt maßgeblich zur Robustheit und Sicher​heit von Java bei.

Java ist eine interpretierte Sprache. Der Java Compiler erzeugt aus dem Quelltext der .java-Dateien keinen Maschinencode, son​dern den Byte-Code in den .class-Dateien und der Java Interpreter, auch Laufzeitumgebung genannt, führt dann den Byte-Code aus. Um Java-Programme laufen zu lassen, muss die Laufzeitumgebung in​stalliert sein. Der Vorteil dieser Konzeption ist, dass ein Programm, wenn es einmal geschrieben und kompiliert ist, auf verschiedenen Plattformen wie Unix, Windows95, Macintosh und sogar im Internet als Applet, falls dies vorgesehen wurde, lau​fen kann. Sogar die äußere Erscheinung der Benutzeroberfläche paßt sich automatisch durch das AWT-Package (Abstract Windowing Toolkit) an das jeweilige System an. Das macht Java so flexibel. Sicherlich wird ein Programm in Java nie so schnell sein wie ein auf Maschinencode basierendes, jedoch ist die Leistung ausreichend, um Applikationen interaktiv laufen zu lassen, da das Programm oft auf Eingaben des Benutzer wartet. Bei rechenintensi​ven Polynomberechnungen oder bei der Grafikausgabe macht sich dieses Faktum allerdings bemerkbar.

Entscheidend war und ist für die rasche Verbreitung und schnelle Weiterentwicklung von Java seit dem Start 1996, dass es vom Hersteller Sun Microsystems frei vertrieben wird und über das Internet unter www.sun.java.com erhältlich ist.  

3.2  Fähigkeiten des Programms
Für die Anwendung der vorgestellten Verfahren in einem Programm wurde folgendes reali​siert:

· Eingabe von Funktionen und graphische Darstellung in einem Koordinatensystem

· Berechnen von Integralen mit Untersumme, Obersumme und mit den Integrationsfor​meln von Newton-Côtes

· Graphische Darstellung des Interpolationsgraphen und der Integralfunktion

· Erkennen und Behandlung von Polstellen 

· Auflistung der dargestellten Funktionen und Approximationen 

· Gleichzeitiges Arbeiten mit mehreren Funktionen und Approximationen

· Abrufbare Info zu jeder durchgeführten Approximation

· Berechnung eines Integralwertes auf eine spezifizierbare Genauigkeit

· Integrationsmethoden können durch Erfassung der benötigten Teilin​tervalle und Dauer verglichen werden

· Eingabe der Integrationsgrenzen, der Zerlegung und Eingabe des Polynomgrades

· Automatische Anpassung des Koordinatensystems an die Integrationsgrenzen 

· Das Koordinatensystem passt sich an die jeweilige Fenstergröße an

· Automatische Einteilung der Koordinatenachsen in Abhängigkeit des Darstellungsaus​schnitts

· Automatische Einstellung des Darstellungsbereiches abhängig von allen enthaltenen Ob​jekten

· Eingabe der x-Achsenbegrenzung durch Terme

· Darstellung von Funktionen im Bogenmaß

· Individuelle Farbänderung für alle graphischen Ausgabekomponenten

· Drucken

· Umfassendes Tutorial als Bedienungsanleitung

· Lauffähig als Applet in HTML – Seiten, z. B. auf der Homepage der Schule

3.3  Die Installation des Programms

Sämtliche Dateien, die zur Ausführung des Programms nötig sind, befinden sich auf der bei​gelegten CD.

Zunächst müssen Sie die Java-Laufzeitumgebung und die Software für die HTML-Hilfe Un​terstützung installieren. Anschließend kopieren Sie die Java Klassen in ein Verzeichnis ihrer Festplatte. Jetzt können Sie zum Starten des Programms die Datei run.bat ausführen. Desweiteren enthält die CD die Java-Klassen des Programms und eine HTML-Übersicht über alle Klassen.

In der Datei readme ist sowohl die Installation als auch das Benutzen der Dokumentation beschrieben. 
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